Rotationsbewegung

23. Januar 2013

Einfithrende Bemerkung: Diese Notizen enthalten nicht das ganze Material der ent-
sprechenden Vorlesungen. Thr Zweck ist es, die Notation zu standardisieren. Der Anlass
dafiir ist die Tatsache, dass in verschiedenen Biichern unterschiedliche Darstellungen ver-
treten sind! Einige Punkte sind in diesen Notitzen eingehender diskutiert, als es in den
Vorlesungen moglich war, andere, die relativ klar erscheinen, dagegen, kiirzer gefasst.

1 Tragheitstensor

In der Vorlesung haben wir einen Ausdruck fiir die kinetische Energie Tk eines um ei-
ne durch seinen Massenschwerpunkt verlaufende Drehachse rotierenden starren Korper
ausgerechnet:

TR = Zmz(w X I'Z').

Einen starren Korper haben wir dabei als eine Ansammlung von Massenpunkten ¢ aufge-
fasst, deren relative Absténde zueinander sich im Laufe der Zeit nicht verdndern.

Wenn wir das Vektorprodukt koordinatenweise Ausschreiben, so erhalten wir unter
der Annahme
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Diesen kénnen wir in eine kompakte Matrixform
Tr =w!llw

umschreiben mit der symmetrischen Matrix

A D Mi(TFa + TF3) D0 MiTiaTin > T 13
I= ZZ m;T; 1252 Zz mi(le + xfg) Z, mMiT; 2% 3
> MiTi1Ti3 > i MiTi a3 Soima(al) +a7y)



Diese Matrix heifit Trdgheitstensor des Korpers. Seine Elemente kénnen wir in der kom-
pakteren Form Iy = >, m;(r?0 — x; ,2;,) schreiben, mit dem KRONECKER-Symbol

5oL k=l
M= 0, k4L

Fiir kontinuierliche Massenverteilungen kann man von Summen zu Integralen iibegehen.
Wir haben uns auch iiberzeugt, dass die Verbindung zwischem dem Drehimpulses L
und w durch die gleiche Matrix gegeben ist:

L=lw.

[LA. ist L nicht parallel zu w, was die Rechnungen sehr komplex machen kann. Fiir einige
Richtungen von w ist jedoch die Parallelitdt gegeben, ndmlich dann, wenn

Jw = Aw,

d.h. wenn w ein Eigenvektor der Matrix I ist. Eine symmetrische (n x n)-Matrix besitzt
immer n zueinander orthogonale Eigenvektoren (in unserem Fall n = 3). Wenn wir die
Achsen des Koordinatensystems parallel zu diesen Eigenvektoren wahlen, entkoppeln sich
die Komponenten von L:

Ly = Ihw
Ly = Iyws
L3 = 133(,4)3.

Der Ubergang vom anfinglichen Koordinatensystem zu diesem neuen Koordinatensystem
erfolgt durch Drehung der Koordinatensystems.

2 Mathematischer Einschub I: Eigenwerte und Ei-
genvektoren symmetrischer Matrizen

Eine symmetrische (n x n)-Matrix M mit reellen Elementen besitzt n reelle Eigenwerte.
Die dazugehorigen Eigenvektoren sind ebenfalls reell. Die verschiedenen (normierten) Ei-
genvektoren sind zueinander orthogonal. Einige von diesen Aussagen werden im folgenden
bewiesen.

Betrachten wir eine allgemeine symmetrische Matrix M mit reellen Eintrdgen. Fiir
zwei beliebige Vektoren x; und x, gilt

xT Mxy = xF Mx,. (1)

Um das zu sehen, geniigt es, Gl.(1) komponentenweise auszuschreiben:

E L1,i <E Mijﬂfg’j) = E Mijl’lﬂ‘.ﬁg’j
i J 1,J
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wobei beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile die Symmetrieeigenschaft M;; =
M;; benutzt worden ist.

o Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrixz sind reell. Das charakteristische Poly-
nom det(M — \E) ist fiir eine (n x n)-Matrix i.A. eine algebraische Gleichung n-ter
Ordnung, und kann n komplexe Losungen A; haben. Sei A einer der Eigenwerte und
x ein dazugehoriger Eigenvektor:

Mx = )x. (2)

Betrachten wir nun die komplex-konjugierte Gleichung. Da die Matrix M reell ist,
gilt (Mx)* = Mx* (um das zu sehen, schreibt man x = y + iz mit reellen Vektoren
y und z (d.h. die Vektoren mit den Komponenten, die die reellen und imaginiren
Teile der Komponenten von x darstellen), und bemerkt, dass Mx = M y + iMz
gilt). Nun gilt

Mx* = \x*. (3)
Multiplizieren wir Gl. (2) von links mit dem Zeilenvektor x* und GI.(3) ebenfalls
von links mit x7, so bekommen wir:

xTMx = Mx7Tx

x'Mx* = Mx'x".
x*Tx = xTx* ist nichts anderes als das Skalarprodukt x* - x in Matrixschreibweise.
Dieses ist stets positiv (komponentenweise ausmultiplizieren, bemerken, dass x = 0
kein Eigenvektor ist!). Ziehen wir die zweite Gleichung von der ersten ab, so erhalten
wir R R

xXTMx — xTMx* = (A — \)x7Tx.

Die linke Seite dieser Gleichung verschwindet laut Gl. (1). Das heifit A = A*: der
Eigenwert ist reelll Da in diesem Fall M(y + iz) = My + iMz = Ay + i)z ist,
geniigen der reelle und der imaginére Teil von x getrennt der Eigenwertgleichung.
Das heif3t, dass der entsprechende Eigenvektor stets reell gewahlt werden kann.

e Die Figenvektoren einer symmetrischen Matrixz zu verschiedenen Figenwerten sind
stets orthogonal zueinander. Seien \; und Ay zwei verschiedene Eigenwerte und x;
und x, die dazugehorigen Eigenvektoren. Daraus folgt:

MX1 = >\1X1

)\2X2.

=
¥
[

Multiplizieren wir die erste Gleichung von links mit x5 und die zweite Gleichung mit
x; und ziehen wir die zweite so erhaltene Gleichung von der ersten ab, so erhalten
wir

o Mx, — X1 Mxy = (A — X)X Xo.

Dabei wurde die Symmetrie des Skalarproduktes, also x%x; = xI'x,, ausgenutzt. Die
linke Seite der obigen Gleichung verschwindet laut Gl.(1). Da Ay # s ist, bedeutet
das, dass XlTXQ = 0, also dass die Vektoren x; und x5 orthogonal zueinander sind.



e Besitzt die Matriz M zwei oder mehrere (m) gleiche Eigenwerte \; = X\, i = 1,...,m,
so gibt es genau m unterschiedliche dazugehdrige Eigenvektoren, aus deren Linear-
kombinationen man stets m orthonormierte Figenvektoren bilden kann. Diese Aus-
sage gebe ich ohne Beweis: Den bekommen Sie im Kurs iiber die Lineare Algebra.
Die Orthogonaliserungsprozedur wurde in der Vorlesung angesprochen.

3 Mathematischer Einschub II: Orthogonale Matri-
zen

3.1 Vorbetrachtungen

Betrachten wir zwei rechtwinklige Koordinatensysteme mit gleichem Ursprung und in
unterschiedliche Richtungen zeigenden Achsen. Die Komponenten x = (xy, 22, x3) und
x' = (x}, 2}, x%) des gleichen Punktes (gleichen Vektors ) haben in beiden Systemen un-
terschiedliche Werte. Zwischen Vektoren und ihren Komponenten soll scharf unterschieden
werden, besonders dann, wenn gleichzeitig mehrere Koordinatensysteme im Spiel sind!
Die Transformation der Koordinaten aus einem (,,Alten*) System (X, Y, Z) in das andere
(,Neue®) System (X', Y’, Z') ist durch die Matrix O gegeben: x' = Ox, oder komponen-
tenweise

/
Xy dyy dio d13 X1
/
Ty = day  dao d23 X2
/
T3 d31 dsp dss xs3

Die Matrix O ist fiir alle zu transformierenden Vektoren gleich. Beispielsweise hat der alte
e, = e; Vektor im neuen System die Koordinaten

95/1 diy dip di3 1 di
$/2 = dor dao das 0 = do1
xl d3y dzp ds3 0 ds3;

Das Gleiche tut man fiir e; und e3. Man sieht, dass die Elemente der Spalte j der Matrix
O die Koordinaten des alten Richtungsvektors e; in einem neuen Koordinatensystem sind.
Diese Spalten, als Vektoren zusammengefasst, sind zueinander orthogonal (weil die drei e;
zueinander orthogonal waren und es auch wieder sein sollen). IThre Normen (Léngen) sind
jeweils 1. Insgesamt unterliegen deswegen die neun Elemente von O damit sechs Nebenbe-
dingungen, die aus €7 = 1 und aus e;-e; = 0 (i # j) folgen (d.h. die Spalten dieser Matrix
sind orthonormal). Das heifit, dass eine orthogonale (3 x 3)-Matrix 3 ,freie* Elemente
hat, die durch 3 Winkel (Euler-Winkel) parametrisiert werden kénnen.

Die Koordinaten des alten e; im neuen System sind nichts anderes als die Langen ihrer
Projektionen auf die neuen Koordinatenachsen, d.h. die neue i-te Koordinate des alten
j-ten Richtungsvektors ist d;; = €] - e;. Da die Langen der Richtungsvektoren 1 sind, ist
das entsprechende Skalarprodukt gleich dem Kosinus des Winkels zwischen diesen Vek-
toren (Richtungskosinus). Dies bedeutet, dass die Zeilen der Matrix uns die Koordinaten
der neuen Richtungsvektoren im Koordinatensystem geben. Die Zeilen von O sind auch
orthonormal.

Fazit: Die neuen Koordinaten der alten Richtungsvektoren sind durch die Spalten der
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Transformationsmatrix gegeben; die alten Koordinaten der neuen Richtungsvektoren sind
ihre Zeilen.

3.2 Eigenschaften der orthogonalen Matrizen

Betrachten wir die zur Matrix O transponierten Matrix OT mit Elementen

. diy dor ds
O = | diz dp dsp |,
dis doz dss

so sehen wir, dass die Elemente der Matrix OTO,

{oro} - idkidkj.
Y k=1

sind. Unter Benutzung der Interpretation von dj; als die Komponenten des neuen Rich-
tungsvektors €} im alten System, sehen wir, dass

mit dem Kronecker d-Symbol:

mit

X 1
E=10
0

o = O

0
0
1

Das heiit per Definition, dass OT = O~': Die Transponierte einer Orthogonalmatrix ist
gleichzeitig ihrer Inversen.

Da die Determinanten von O und O gleich sind, und da det(/lB) — detA detB, sehen
wir, dass (det O)z — 1, und det O = £1. Die reine Rotation entspricht det O = 1 und die
Rotation mit Spiegelung det O=-1.

3.3 Drehung um eine Achse

Fallen die Z-Achsen der beiden Systeme zusammen, so haben wir es mit einer Drehung
um die Z-Achse zu tun. In diesem Fall bleibt die Z-Koordinate des Vektors unveréindert,
und die (XY) und (X'Y")-Ebenen fallen zusammen. Das heifit, dass eje; = 1 und eje; =
eses; = 0. Ist das neue System gegeniiber dem alten um einen Winkel ¢ um die Z-Achse
rotiert, so ist der Winkel zwischen neuer und alter X-Achse, und der Winkel zwischen
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neuer und alter Y-Achse gleich ¢, d.h. eje; = eje; = cos ¢, der Winkel zwischen der
neuen X-Achse und der alten Y-Achse ist 7/2 — ¢, d.h. €jes = sin¢, und der Winkel
zwischen der neuen Y-Achse und der alten X-Achse ist 7/2 + ¢ so dass ehe; = —sin ¢.
Unter Benutzung des Zusammenhangs zwischen dem Richtungskosinus und der Elemente
der Matrix O bekommen wir

cos¢p sing 0
Oz(¢p)=| —sing cos¢ 0
0 0 1

Eine Matrix, die Invers zu Oz(¢) (d.h. die den Ubergang aus dem neuen zuriick in das
alte System erlaubt) ist demnach

X R cos¢p —sing 0
Oz(¢) ' =0%Lp =1 sing cos¢p 0
0 0 1

und entspricht der Drehung in die umgekehrte Richtung um den gleichen Winkel.
Zwei aufeinanderfolgende Drehungen um die Z-Achse um die Winkel ¢ und ¢ entspre-
chen der zweifachen Anwendung der Transformation

X R cosy siny 0 cos¢ sing
Oz()Oz(¢p) = | —siny cosyp 0 —sing cos ¢
0 0 1 0 0

coscosp —sinyYsing  sin cos ¢ + cosYsin ¢

= | —cosysing —sinycos¢p cosy cosp — siny sin @
0 0

cos(+¢)  sin(¢ + ¢)
¢

Y+ 0 )
= | —sin(+¢) cos(¥+¢) 0 | =0z + ).
0 0 1

_ o O = OO

4 Infinitesimale Drehung und Rotation

Ist der Winkel d¢ der Drehung sehr klein, so bekommen wir

A 1 dop 0O o
Oz(dp) = —dp 1 0 | =E+ Ry(do)
0 0 1
mit
0 do 0
f%z(dCb): —dp 0 0
0 0 O

Wir nehmen nun an, dass unser neues System um die gemeinsame Z-Achse standig rotiert,
und die Winkelgeschwindigkeit dieser Rotation w ist, so dass ¢ = wt. Wire das alte
System das Koordinatensystem eines inertialen Bezugssystems, so entspricht das neue
Koordinatensystem einem nichtinertialen Bezugssystem.



Die zeitliche Anderung der Koordinaten des konstanten Vektors x im neuen System

dx' = X'(t+dt) —x'(t)

= Ogy(wt + wdt)x — Oz(wt)x
Oz(wdt)Oz(wt)x — Oz(wt)x
(E + R(wdt))Oz(wt)x — Oz(wt)x
= R(wdt)Oz(wt)x = R(wdt)x'.

Da wir R(wdt) wegen der Linearitit der Elemente auch als dtR(w) darstellen kénnen,
bekommen wir

dx' = dt R(w)x’'

und
-/ / » /
X = —X = R(w)x'.
p (w)
Schreiben wir diesen Ausdruck komponentenweise aus, so sehen wir dass
) /
x4 Wy
) _ / _ /
y | = —wx] | =—wxx
v
T3 0

mit w = (0,0, w). Da der Vektor w = w’ = (0,0,w) in beiden Systemen gleich ist, miissen
wir uns iiberlegen, ob wir spéter an diese Stelle w oder w’ schreiben sollen.

Betrachten wir nun die allgemeine Rotation um eine beliebige Achse, so konnen wir zu-
erst diese mit einer Transformation O zur Z-Achse machen und dann mit O~! zuriicktrans-
formieren.

Da ein Vektorprodukt tatsdchlich ein Vektor ist, ist die richtige Interpretation also

X' = —w xx/,

wobeil x ein konstanter Vektor ist.

Bemerkung: Die Tatsache, dass ein Vektorprodukt ein Vektor ist, bedeutet O[w X x| =
Ow x Ox. Das heifit: Die Komponenten des Vektors w sollen immer im gleichen Koordi-
natensystem genommen werden, wie die des Vektors x. Genau in diesem Sinne schreiben

WIr

x = —w' xx.

Dies bedeutet nicht, dass das Koordinatensystem gegeniiber sich selbst rotieren kann!

Andert sich der Vektor x im Laufe der Zeit, so gehen wir folgenderweise vor:

dx' = X'(t+dt) —x'(t)
= Og(wt + wdt)x(t + dt) — Oz(wt)x
= (E+4dtRw))Oz(wt)(x + xdt) — Oz(wt)x

Nun behalten wir nur die Glieder 1. Ordnung in dt:
dx' = R(w)Oz(wt)xdt + Oz (wt)xdt
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und bekommen
-/

X = —w' x X'+ Ogz(wt)x = —w' x X' +V'
wobei v/ den Komponenten von v = x im rotierenden System (d.h. in ihrem momen-
tanen Koordinatensystem) entspricht. Hier kann man statt v’/ ruhig auch o schreiben,
um zu unterstreichen, dass dies eigentlich ein geometrischer Vektor, nidmlich der der
Anderungsgeschwindigkeit von 7, ist. Wir konnen auch schreiben:

T=%+w xx/, (4)

oder
T=x+w x 7,

um zu unterstreichen, dass v und & geometrische Objekte sind. X’ ist dagegen nur als
eine Spalte (oder Zeile) der Ableitungen der Komponenten im rotierenden System zu
interpretieren. Oft benutzt man die Notation

d d

— = —T+WUXZT 5

dt dt (5)
um zu unterstreichen, dass & auch ein geometricher Vektor ist, und dass die Ableitung
d'/dt von anderer Natur als die “normale” zeitliche Ableitung ist: Das sind die als Vektor
zusammengefassten zeitlichen Ableitungen der Komponenten des Vektors die im rotieren-
den System gemessen werden (nicht die zeitliche Anderung des Vektors als geometrisches,
unabhingig vom Koordinatensystem existierendes Objekt!).

Fazit: Die zeitliche Anderung eines Vektors im “alten”, als ruhend angenommenen Ko-
ordinatensystem kann anhand der zeitlichen Ableitungen seiner Komponenten im sich
rotierenden System mit der Hilfe von Gl. (5) ausgerechnet werden.

Bemerkung: Fiir die zeitliche Anderung von w erhalten wir

d d

= — 6

at’ = @t (6)
da das Vektorprodukt von & mit sich selbst verschwindet! Bei & ist es egal, wie wir &’

interpretieren: zuerst Rotation, dann Ableitung, oder umgekehrt!

5 Parametrisierung der Rotationen: Euler-Winkel

Wie schon erwihnt, hingt eine allgemeine Rotationsmatrix (orthogonale Matrix) im drei-
dimensionalen Raum nur von drei unabhéngigen Parametern ab. Diese konnen als drei
Fuler-Winkel gewahlt werden. Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten. Ich folge der sog.
7Y Z-Konvention.

Bemerkung: Die von mir benutzte Notation fiir die Euler-Winkel ist die, die im Buch von
G. B. Arfken und H. J. Weber ,, Mathematical Methods for Physicists* (Harcourt/Acad.
Press 2001) benutzt wird (es gibt auch frithere Ausgaben, ab 1966). Diese ist die Notation,
die oft in der Gruppentheorie und in der Quantenmechanik benutzt wird. Es gibt auch



mehrere andere Notationen. Die Notation unterscheidet sich sowohl von der von Nolting,
als auch von der von Landau und Lifschitz.

Seien die beiden—das neue und das alte (K bzw. K')—Koordinatensysteme festge-
legt, so sind diese Winkel wie folgt bestimmt: Fallen die Ursprungspunkte der Systeme
zusammen, so schneiden sich die (X,Y’) und (X', Y’)-Ebenen entlang einer durch diesen
Ursprung gezogenen Geraden, der sog. Knotenlinie.

Die Rotation erfolgt in drei Schritten um verschiedenen Achsen.

Zuerst rotieren wir das Koordinatensystem um seine Z-Achse (d.h. um die durch e;
vorgegebene Richtung) um Winkel «v bis die Y-Achse (Y”) des neuen Koordinatensystems
K’ mit der Knotenlinie zusammenfillt. Diese Rotation wird durch die orthogonale Matrix

X R cosa sina 0
01 =0z(a) = | —sina cosa 0
0 0 1

beschrieben.

Jetzt kippen wir das System so, dass die Z-Achse ihre endgiiltige Position Z' annimmt.
Dieses Kippen wird durch Rotation um den Winkel § um die neue Y’-Achse realisiert.
Nach dieser erfolgten Rotation haben wir ein Koordinatensystem K,, dessen Z-Achse
und dessen (X, Y')-Ebene mit der von K’ zusammenfillt. Aber die X und Y-Achsen selber
haben noch nicht ihre endgiiltige Positionen erreicht. Der Winkel 3 ist demnach der Winkel
zwischen der alten und der neuen Z-Achse.

Die Rotation um Y-Achse ist durch die Matrix Oy gegeben:

X cosf 0 —sing
Oy (B) = o 1 0 ;
sinf 0 cospf

so dass die gesamte Rotation (der Ubergang von K zu K,) durch die Matrix

X R R cosfcosa cosfsina —sinf
Oy = Oy (B)Oz(a) = —sina COS (v 0

sinfcosa sinfsina  cosf

gegeben ist. Da die Zeilen dieser Matrix die Koordinaten der neuen Richtungsvektoren
in K angeben, und da die letzte Rotation um die Richtung der Y-Achse von Ky gemacht
wird, ist diese um eg = (—sin «, cos a, 0) durchgefiihrt.

Nun machen wir die letzte Rotation, die das System Kj in K’ {iberfiihrt. Diese erfolgt
um den Winkel v um die gemeinsame Z’-Achse der Systeme Ky und K’. Die gesamte
Rotationsmatrix ist nun

O3 = 0z(7)0y(B)0z(a) =

cosy cos B cos a — sin -y sin « cosycossina —sinycosa  — cosysin 3
—sin~ycos fcosa — cosysina  —sinycos fsina + cosycosa  sinysin
sin 3 cos « sin 3 sin « cos 8

Diese Rotation erfolgt um einen Richtungsvektor, der in K die folgende Koordinaten hat:
e, = (sin f cos o, sin Fsin v, cos ().



Andern sich o, B und v in Laufe der Zeit, so erfolgt die Rotation des Systems K’
gegeniiber K mit der Winkelgeschwindigkeit

w = ey + feg + e,

d.h. A
4 sin f cosa — [sin «
w=| 4sinfsina+ fcosa

Y cos B+ &

Um den Winkelgeschwindigkeitsvektor im rotierenden System auszudriicken, kann man
entweder den Vektor w mit Hilfe von Oy transformieren, oder—einfacher—folgendes be-
merken: Der Ubergang von K, zu K’ erfolgt durch Rotation um die gemeinsamen Z-Achse,
d.h. e, in K’ ist durch die letzte Spalte von Oy gegeben, e/ = (0,0,1). Der Ubergang von
K; zu K’ erfolgt durch zwei Rotationen, um Y und dann um Z-Achse; die entsprechende
Transformationsmatrix ist

cosycos3 siny —cosysinf
Oz(7)Oy(B) = | —sinycosfS cosy sinvysinf ,
sin 3 0 cos 8

und die Richtung von ej; (alte Y-Achse) ist durch die 2. Spalte dieser Matrix gegeben:
ej; = (sin~y,cosv,0). Die Richtung der e;, (der alten Z-Achse) ist durch die 3. Spalte der

Matrix O gegeben. Insgesamt bekommen wir

. —csin B cosy + Bsiny
W' = aez + fef + el = asin Bsiny + Bcosy | - (7)
acos B+ 7

6 Rotation eines starren Korpers

Rotiert ein starrer Korper mit der Winkelgeschwindigkeit w = we,, um eine Achse deren
Richtung durch den Richtungsvektor e, gegeben wird, so ist sein Drehimpuls gegeniiber
einem ruhenden Koordinatensystem

L=]w, (8)

wobei I die Matrix des Tragheitstensors des Korpers ist. Fiir einen Tensor, der als geo-
metrisches Objekt unabhéngig von unserer Darstellung ist, ist die Matrix I genau das
Gleiche, wie eine Zeile oder eine Spalte fiir einen Vektor, sie enthélt seine Komponenten
in einem vorgegebenen Koordinatensystem. Normalerweise, bei der Rotation um eine fi-
xierte Achse (Richtung e,) dient I als “Konserve” zur Bestimmung der Tragheitsmomente
I gegeniiber dieser Achse, was aus der Form fiir die kinetische Energie der Rotationsbe-
wegung erfolgen kann.

Bemerkung: Ein starrer Korper kann gleichzeitig nur um eine Achse rotieren; sich etwas
anderes vorzustellen verursacht nur Schwindel!
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Per Definition wird / in einem korperfesten System ausgerechnet und héngt nur von
der Massenverteilung im Korper ab (siehe Vorlesung!). Die Matrix I , die fiir ein Koor-
dinatensystem mit Ursprung im Massenschwerpunkt des Korpers ausgerechnet wird, ist
symmetrisch.

Eine symmetrische Matrix kann immer durch eine Orthogonaltransformation diago-
nalisiert werden. Das heifit: Man kann immer ein kdrperfestes System finden, so dass

- I, 0 0
I=0JO"=| 0 I, 0
0 0 Iy

So ein System kann man anhand der Eigenvektoren von I bilden; die Werte I; sind die
Hauptrigheitsmomente; die entsprechenden Richtungsvektoren e; definieren die Haupt-
achsen. Nur wenn ein Korper um eine seiner Hauptachsen rotiert, fallen die Richtungen
von L und w zusammen.

6.1 Kriaftefreier Kreisel

Fiir die Diskussion der Rotation des Kérpers brauchen wir zwei Bezugssysteme: das Labor-
system L eines ruhenden Beobachters und das korperfeste, rotierende System K. Fiir einen
kraftefreien Kreisel konnen wir die Urspriinge beider Systeme im Schwerpunkt des Kérpers
annehmen, der ruht (ruht er nicht, machen wir zuerst eine Galilei-Transformation!). Da
die Rotationsachse i.A. nicht mit einer der Hauptachsen des Korpers zusammenfallt, ist
die allgemeine Bewegung komplizierter: Da der Korper rotiert, &ndern sich die Kompo-
nenten des Tragkeitstensors von einem Zeitpunkt zum anderen. Der Drehimpuls eines
kraftefreien Kreisel L bleibt konstant, die Richtung von w und die Komponenten von I
andern sich im Laufe der Zeit. Die allgemeine Gleichung

% <Z Iijwj> =0 (9)

ist schwer zu durchschauen. Betrachten wir die Gleichung Gl. (8) oder Gl. (9) zu irgend-
einem Zeitpunkt, so finden wir zu jedem Zeitpunkt ein Koordinatensystem in dem diese
besonders einfach aussehen. Die Richtungen der entsprechenden Achsen fallen mit der
momentanen Richtungen der Haupttrigheitsachsen des Korpers zusammen. In diesem
System gilt

L; = Lw;, (10)

allerdings miissen die Achsen dieses Systems zu jedem Augenblick aufs neue gewéihlt wer-
den. Die Ubergang aus dem Laborsystem in dieses (korperfeste) System erfolgt durch
eine orthogonale Transformation mit der Matrix O(t), die die Rotationen der Achsen des
raumfesten Systems beschreibt, bis sie mit denen des korperfesten Systems zusammenfal-
len.

Die Komponenten der w in diesem System sind w;(t); sie sind i.A. zeitabhéingig, da
die Achsen dieses (korperfesten) Systems zu jedem Zeitpunkt neu gewéhlt werden. Da bei
dem Ubergang zum Koordinatensystem von K ein Vektor laut w’ = Ow und ein Tensor
laut I’ = OIOT transformiert werden, transformiert sich der Drehimpuls L, wie es sich
gehort, wie ein Vektor: I/ = I'w’ = OIOTOw = Olw = OL.
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Bemerkung: w’ ist nicht die Rotationsgeschwindigkeit des Korpers im korperfesten Sys-
tem K (da der Korper in diesen System ruht!), sondern der Vektor der Winkelgeschwin-
digkeit w des Korpers (und damit des korperfesten Systems) im Koordinatensystem K
zum Zeitpunkt ¢.

Gehen wir nun in das Koordinatensystem System K, dessen Achsen mit den Haupt-
achsen des Tréagheitstensors zusammenfallen. Dieses System rotiert mit momentaner Win-
kelgeschwindigkeit w gegeniiber L.

Im rotierenden Koordinatensystem ist

!

%L’ +w x L' =0. (11)
wobei w’ die Winkelgeschwindigkeit des Korpers (d.h. des korperfesten Systems in La-
borsystem, ausgedriickt in Koordinaten des korperfesten Systems) ist, L’ sind die Kom-
ponenten von L im rotierenden System und Z—;L’ ihre zeitlichen Ableitungen.

In unserem Koordinatensystem w’ = (wy,ws, ws), L' = ([jwy, lows, [3ws) und g—;L’ =
(I, Inisa, Issg) (da die Elemente von I in diesem System konstant bleiben!).

Schreiben wir die G1.(11) komponentenweise aus, so erhalten wir die Euler-Gleichungen

[1(,;)1 + ([3 — IQ)OJ;J,OJQ =0
]2(,2)2 + ([1 — Ig)w1w3 =0
[3@3 + (IQ — Il)Wle = 0.

Diese konnen naherungsweise oder, fiir den Fall eines symmetrischen Kreisels, exakt
gelost werden.

6.2 Symmetrischer Kreisel

Fiir einen symmetrischen Kreisel mit I = I, = I und I3 = I} vereinfachen sich die Glei-
chungen. Man bekommt w3 = 0 und dann die Losungen fiir die zwei weiteren Gleichungen

w; = Asin(Qt + ¢)
wy = Acos(Qt + ¢)

mit Q = ws(f — 1))/ und A = w? + w3 und ¢ - die Integrationskonstanten. (Losungsweg:
Da w3 konstant bleibt, sind die zwei verbliebenen Gleichungen linear, und kénnen durch
exponentielle Substitution gelost werden.)

Nun miissen wir in das Laborsystem L zuriickgehen, um die Bewegung des Kreisels
aus der Sicht des unbeweglichen Beobachters zu beschreiben. Die Achsen von L sind so
gewihlt, dass die Z-Achse parallel zu L l4uft: L = Lek, wobei der Richtungsvektor Lek
im korperfesten System die Komponenten hat, die durch die letzte Spalte der Matrix Os
gegeben sind:

— cosysin 3
L'=1L sin y sin 3
cos f3

Im Laborsystem sehen wir die Rotation des Kreisels als eine sténdige Agderung der
Eulerwinkel, die die Position von K in L beschreibt. Wir werden nun diese Anderungen
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auf die Winkelgeschwindigkeit w’ zuriickfiithren. Das kann man am besten durch die Be-
trachtung der Komponenten im korperfesten System machen.

Unter Benutzung von Gl (7) und Gl. (10) erhalten wir:
—IésinfBcosy + IfBsiny = —Lcosysinf (12)
Iésin fsiny + Ifcosy = Lsin~ysinf (13)

Ijaecos B+ 1)y = Lcosf3
Multiplizieren wir Gl. (12) mit — cos~y und die Gl. (13) mit siny und addieren wir die

beiden, so erhalten wir
Iésin 8 = Lsin (3,

d.h. & = L/J. Multiplizieren wir Gl. (12) mit siny und Gl. (13) mit cosy und addieren
wir die beiden, so erhalten wir .
If=0

d.h. 8 = By = const. Unter Benutzung der obigen Gleichungen und Gl. (7) erhalten wir:

L
Asin(Qt + ¢) = —7 sin By cos y
L
Acos(Qt + ¢) = 7 sin fy sin

L
wy = oo+,

woraus die Gleichung fiir v und die Integrationskonstanten folgen: Dividieren wir die obere
Gleichung durch die untere, so erhalten wir

tan(Qt + ¢) = — cot 7,

d.h.
I—1
I

Die Interpretation der Bewegung ist dann wie folgt:

7:Qt+¢+g: wst + const.

e Die Figurenachse (die Hauptachse, die dem Wert I} entspricht, die Achse der hochsten
Symmetrie) ist gegeniiber der Z-Achse (der Richtung des Drehimpulses) um einen
konstanten Winkel (; geneigt, und rotiert um diese Achse mit dem konstanter
Winkelgeschwindigkeit & = L/J. Diese Bewegung heifit , kriftefreie Prézession®,
sreguldre Prézession“, oder ,Nutation“ des Kreisels (die Bewegung im Falle der
Einwirkung &uflerer Krifte ist komplizierter; da unterscheidet man zwischen der
Nutation und der von der dufleren Kraft verursachten Prézession des Kreisels.

e Der Kreisel rotiert um seine Figurenachse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

4= Q.
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6.3 Stabile und instabile Rotation

Die Situation I; # I, ist unvergleichbar komplexer. Wir machen hier nur einige qualitative
Aussagen dariiber.

Betrachten wir die Bewegung mit einer Winkelgeschwindigkeit w(t) um eine der Haupt-
achsen: w = we;. Fiir einer solche Bewegung bleibt w im Laufe der Zeit konstant. Diskutie-
ren wir nun eine gestorte Bewegung, die durch eine kleine Anderung der Anfangsbedingun-
gen (Winkelgeschwindigkeit in einem kleinen Winkel zur Hauptachse) verursacht wird. Die
Winkelgeschwindigkeit dieser gestorten Bewegung zur Zeitpunkt ¢ ist @(t) = w(t)+dw(t).

e Bleibt dw(t) stets klein, ist die Rotation um die Hauptachse ¢ stabil.

e Kann dw(t) grol werden, ist die Bewegung instabil. Die Instabilitdten sind oft die
Ursache einer chaotischen Bewegung.

Seien die Trégheitsmomente um die Hauptachsen I7 > [, > I3. Wir zeigen nun, dass
die Rotation um e; und ej stabil ist, die Rotation um e, kann jedoch instabil sein (und
ist instabil).

Betrachten wir die zwei erhaltenden Groflen, die kinetische Energie

1
T=3 (Lt + Lwi + Izw3)

und den Drehimpuls L. Dabei bleibt
IL* = [L')* = Ifwi + Lw; + Iw;
auch konstant. Nun merken wir, dass auch die drei Kombinationen

(a) 271 —|L)?
(b)  2TI, — |L|?
(c) 2TI;— |LJ?

konstant bleiben. Ist w; die groBte Komponente von w(0), so betrachten wir die Kombi-
nation (a), ist es wq, benutzen wir die Kombination (b), ist es ws, so benutzen wir (c). Die
anféngliche Storung dw(0) = (0,ws,ws3) im erstem, dw(0) = (wy,0,w;3) im zweitem und
dw(0) = (w1, w2, 0) in drittem Fall.

Driicken wir (a) durch die Komponenten von w aus, so erhalten wir

2TI, — |L|? = (I — I)w; + I3(1, — I3)w; = g(dw(t)) = const

(hier ist es nur wichtig, dass die Funktion in der linken Seite die Funktion von dw(t) ist).
Da diese Funktion konstant bleibt, ist ihr Wert genau g(dw(0)) = go. Da Iy, I, I3 > 0,
I, — I, >0, I} — I3 > 0, sind beide Glieder, I(I; — I;)w3 und I3(I; — I3)w? nicht negativ.
Daher gilt:

g0 = I(h — L)w;(0) + I5(I — I3)w3(0)
< (LI — 1) + Is(I — Is)][w3(0) + w3 (0)] = [Lo(1y — o) + Is(Iy — 13)]|0w(0)[?
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und
9o 2 9o

<2 L2 <—
- IQ(Il — 12) 3( ) IQ<II - IQ)

Daraus folgt eine Ungleichung

w; (t)

bt < | — !

T | L(L - 1) T L(I — I) [I(, — L) + I5(1; — ]3)”5(_,;(0)‘2.

Das heifit, dass es eine positive Konstante C' = {1/[Iy([; — I5)] + 1/[I2(11 — 1)} [I2(I; —
L) + I3(I; — I3)] gibt, so dass [dw(t)]* < Clow(0)]?, und dw(t) zu jeder Zeit begrenzt
bleibt. Ist dw(0) klein, so bleibt dw(t) klein. Die Bewegung ist stabil.

Die Situation wiederholt sich im Fall (c¢). Nun ist

L(Is — I)w3 (t) + L(I3 — L)w3(t) = I,(I3 — I,)w3(0) + I (I35 — I)w3(0).

Alle Glieder auf der linken und der rechten Seite der Gleichung sind jetzt nicht-positiv.
Man bekommt ebenfalls [dw(t)]* < C|dw(0)]?, nun mit

C={1/[I(I3 — L)+ 1/[I1 (I3 — I)]} [Ia(I3 — I2) + [ (I3 — I5)] > 0,

und dw(t) bleibt zu jeder Zeit begrenzt.
Fiir den Fall (b) haben wir

L(Iy — 1) wi(t) + I3(Iy — I3) wi(t) = I, (I — 1)w?(0) + Is(I — I3)w3(0).
S—— S——

<0 >0

Die rechte Seite der Gleichung ist klein, aber die zwei Glieder in der linken Seite haben
entgegengesetzte Vorzeichen, und ihre Betréige konnen groff werden: dw(t) kann anwach-
sen. Diese Bewegung ist nicht stabil. Die Tatsache, dass |0w(t)| am Anfang tatséchlich
anwichst (man bemerkt, das Gesamtbetrag von w durch Energieerhaltung begrenzt bleibt),
und welche Auswirkungen das auf die Art der Gesamtbewegung hat, erfordet eine separate
(und lange) Diskussion!
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